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OZET

SHEFFER STROKE NELSON CEBIiRLERI VE FUZZY YAPILARI

ONER, Tahsin ve KATICAN, Tugce

Bu c¢alismada, kisaca s-Nelson cebirleri olarak adlandirilan Sheffer stroke Nelson cebirleri ve
bu cebirsel yapilarin idealleri, yari-altcebirleri ve boliim gruplari tanitilarak Nelson cebirleri
ve Sheffer stroke islemi ile donatilmis bu yeni yapilar arasindaki iligkiler incelenmistir.
Ayrica, bir s-Nelson cebirinin bir sinirli, dagilmali modiiler kafes yapisi olusturdugu ve bu
cebirsel yap1 lizerinde tanimlanan tiim ideallerin ailesinin bir tam dagilmali modiiler kafes
belirttigi gosterilmistir. Bunlarin yani sira, s-Nelson cebirlerinin idealleri yardimiyla bu
cebirsel yapilar lizerinde bir kongriians bagntist tanimlanmistir. Sonrasinda, bu kongriians
bagintis1 kullanilarak s-Nelson cebirlerinin bolim gruplart inga edilmistir ve insa edilen
boliim gruplariin da s-Nelson cebiri belirttigi ispatlanmistir. Sonug olarak, eger ele alinan
ideal bir ultra ideal ise insa edilen béliim grubunun bir tam sirali s-Nelson cebiri oldugu ve bu
grubun eleman sayisinin 2 den kii¢lik veya esit oldugu ifade edilmistir. Bunlarin yani sira, S-
Nelson cebirlerin (inf-hesitant) fuzzy yari-altcebirleri ve yari-altcebirleri sunulmustur. Bu
cebirsel yapilarin (ultra) idealleri yardimiyla (ultra inf-hesitant) fuzzy idealleri insa edilmistir
ve (ultra inf-hesitant) fuzzy idealleri kullanilarak (ultra) ideallerinin insa edildigi
gosterilmistir. Son olarak, bir s-Nelson cebirin her (inf-hesitant) fuzzy idealinin bir (inf-
hesitant) fuzzy yar1 altcebir oldugu fakar ifadenin tersinin 6zel kosullar altinda gergeklendigi
iswpatlanmustir.

Anahtar sozciikler: Sheffer stroke, Nelson cebiri, s-Nelson cebiri, (ultra inf-hesitant fuzzy)
ideal, (inf-hesitant fuzzy) yari-altcebir.
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ABSTRACT

SHEFFER STROKE NELSON ALGEBRAS AND FUZZY STRUCTURES

ONER, Tahsin ve KATICAN, Tugce

In this study, Sheffer stroke Nelson algebras (briefly, s-Nelson algebras), (ultra) ideals, quasi-
subalgebras and quotient sets on these algebraic structures are introduced. The relationships
between s-Nelson and Nelson algebras are analyzed. Also, it is shown that a s-Nelson algebra
is a bounded distributive modular lattice, and the family of all ideals forms a complete
distributive modular lattice. A congruence relation on s-Nelson algebra is determined by its
ideal and quotient s-Nelson algebras are constructed by this congruence relation. It is
indicated that a quotient s-Nelson algebra defined by the ultra ideal is totally ordered and that
the cardinality of the quotient is less than or equals to 2. Moreover, (hesitant) fuzzy structures
on s-Nelson algebras are given. Then relationships between (inf-hesitant) fuzzy quasi-
subalgebras and quasi-subalgebras are described on s-Nelson algebras. Indeed, (ultra inf-
hesitant) fuzzy ideals are constructed by means of (ultra) ideals on these algebraic structures
and vice versa. Finally, it is illustrated that every (inf-hesitant) fuzzy ideal of a s-Nelson
algebra is the (inf-hesitant) fuzzy quasi-subalgebra, and that the inverse is satisfied under the
special condition.

Keywords: Sheffer stroke, Nelson algebra, s-Nelson algebra, (ultra inf-hesitant fuzzy) ideal,
(ultra inf-hesitant fuzzy) quasi-subalgebra.






1. GIRIS

H. M. Sheffer, klasik mantikta matematiksel olarak tanimlanan tiim baglaglar1 tek
basina ifade edebilen bir islem (McCune et al., 2002) olan Sheffer stroke islemini tanitti
(Sheffer, 1913). Bir diger ifadeyle, bu islem, diger hi¢bir mantiksal isleme ihtiyag
duymaksizin formal bir sistemi inga etmek i¢in tek basina yeterlidir ancak diger birli veya ikili
mantiksal islemler bunu tek baslarina saglayamazlar. Bu nedenle, Sheffer stroke isleminin
bilgisayar bilimlerinde, teknolojide ve endiistride bir¢ok uygulamasi mevcuttur. Bunlarin
icerisinde en bilinen ve yaygin uygulamasi; Sheffer sroke isleminin bir bilgisayarda islemciyi
olusturan ¢iplerdeki biitiin diodlara sahip olmasidir yani bu islem i¢in tek bir diod yeterli
olmaktadir fakat diger mantiksal islemlerin her biri igin farkli diodlara ihtiya¢ duyulmaktadir.
Bu da diger islemler igin farkli diodlar iiretmekten daha kolay ve daha az maliyetlidir.
Bilgisayarlarin teorik temelini olusturan klasik énermesel mantigin cebir yapilar1 olan Boole
cebirlerinde tanimli olan Sheffer stroke islemi degisme 6zelligine sahip oldugundan bu islemi
diger mantiksal cebirlere uygulamak birgok kullanisl sonug elde edilmesini ve bu cebirlerin
aksiyom sistemlerinin indirgenerek daha kolay denetlenebilir hale gelmesini saglamaktadir.
Literatiirde Sheffer stoke islemiyle donatilmig cebirsel yapilara 6rnek olarak orthoimplication
cebirler (Abbott, 1967), orto kafesler (Chajda, 2005), gii¢lii Sheffer stroke birlesmeli olmayan
MV-cebirleri (Chajda, 2019) ve siizgecleri (Oner, 2021a), Sheffer stroke Hilbert cebirleri
(Oner, 2021c) ve fuzzy siizgegleri (Oner, 2021b), Sheffer stroke BL-cebirlerin nétrosofik N-
yapilar1 (Katican, 2021), Sheffer stroke BCK-cebirleri (Oner, 2022) verilebilir. Ayrica, giiglii
cebirsel kapali cebirlerin, Sheffer stroke cebirlerin ve Visser cebirlerin gosterimleri
((Molkhasi ve Shum, 2019), (Molkhasi, 2021)) ile Sheffer stroke islemine gore Boole cebirleri
icin en kisa 2-baz ayrintili olarak calisgilmistir (Veroff, 2003). Bunlarin yani sira, Sheffer
stroke isleminin ve ortomodiiler kafes kavramlarinin involiisyona sahip iligkisel sistemlere
genisletilmesi (Chajda ve Langer, 2022) de ayrintili olarak sunulmustur.

Sezgisel tense mantik IKt; P, F, H ve G birli operatorlerine sahip sezgisel dnermesel
mantigin bir genellestirilmesi olarak tanitildi (Ewald, 1986) ve IKt-cebirlerin IKt varyetesi
verilerek bir 1Kt sistemin cebirsel yapisinin IKt-cebirler oldugu gosterildi (Figallo ve
Pelaitay, 2014). Sonrasinda H. Rasiowa, Nelson ve Markov (Markov, 1950) tarafindan
tanimlanan giiclii degilleme islemine sahip yapisal mantigin cebirsel altyapisi olan yari-sdzde
Boole cebirleri (Rasiowa, 1974) denilen Nelson cebirlerini ya da N-kafesleri tanitt1 (Rasiowa,
1969). Ayrica, iki tense operatoriine sahip Nelson cebirlerinin, diger bir deyisle tense Nelson
cebirlerinin, varyetesi ve (merkezi tense) Nelson cebirleri ile IKT-cebirleri arasindaki iligkiler
ayrmtili olarak incelendi (Figallo, 2020). Ozellikle, her zaman involiitif degillemeyi
icermeyen Nelson cebirlerinin bir genellemesi sunularak (Rivieccio ve Spinks, 2020) yari-
Nelson cebirlerin varyetesi tanitildi (Rivieccio ve Jansana, 2021). Literatiirde, Nelson
cebirlerindeki giiglii, zayif veya sezgisel degillemeler arasindaki iligkiler tizerine detayl
aragtirmalar mevcuttur (Gomez ve Marcos, 2022).

Fuzzy ya da bulanik teori kavrami Zadeh tarafindan klasik kiimeler teorisinin bir
genellestirmesi olarak tanimlandi (Zadeh, 1965). Kiimeler teorisinde bir elemanin bahsi gecen
kiimenin elemani olup olmama durumu arastirilir fakat fuzzy teoride bdyle bir durum soz
konusu degildir. Fuzzy kiimeler iiyelik fonksiyonlar1 yardimiyla tanimlanirlar ve elemanin
fuzzy kiimeye aitligi degil bahsi gecen kavrama ne kadar uygun oldugu incelenir. Bu nedenle,
fuzzy teori insan zekasini ve davraniglarii taklit eden cihazlarin iiretilmesinde yaygin bir
sekilde kullanilir ve yapay zeka ile teknoloji alanlarinda 6nemli bir yere sahiptir.

Bu c¢alismanin ikinci bolimiinde okunabilirligi Kkolaylagtiracak ve ¢alismanin
devaminda yararlanilacak olan Sheffer stroke islemi ve Nelson cebirler ile ilgili temel
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bilgilere yer verilecektir. Ugiincii boliimde, kisaca s-Nelson cebitler olarak adlandirilacak olan
Sheffer stroke Nelson cebirler tanimlanarak bu cebirsel yapi iizerindeki kismi siralama
bagintis1 ve s-Nelson cebirlerine ait farkli 6zellikler sunulacaktir. Ayrica, bir s-Nelson
cebirinin teorik yonii ayrintili olarak incelenerek cesitli 6rneklerle desteklenecektir. Dordiinci
boliimde ise S-Nelson cebirlerin idealleri tanimlanarak ideal konseptine ait gesitli 6zellikler ve
kavramlar verilecektir. Besinci boliimde, sdeal kavramindan ve 6zelliklerinden yararlanilarak
bir kongriians bagintis1 tanitilacaktir ve bu kongriians bagintisi kullanilarak s-Nelson
cebirlerin bolim gruplar1 olusturulacaktir.  Olusturulan bu gruplarin da s-Nelson cebiri
belirttigi ifade edilecektir ve bu gruplarin O6zellikleri ayrintili olarak incelenecektir.
Calismanin son kisminda, ¢aligsma boyunca yapilanlar ve elde edilen bulgular 6zetlenecektir.



2. ONBILGILER

Bu béliimde, okunabilirligi kolaylastirmak amaciyla gerekli olan temel kavramlar,
tanim ve teoremler verilmistir.

Tamm 2.1. (McCune et al., 2002) A=(A, |) bir grupoid olsun. Her X, y, z€ A i¢in
(S1) Xy =yIx,
(S2) (x|X)I(xly) = X,
(S3) X|((YI2)|(yl2)) = (XIVI(X[Y))lz,
(S4) (XICCPIYIYIDIXI((xx)ICYLy))) = x

aksiyomlarini1 gercekliyorsa | islemine bir Sheffer stroke islemi denir. Buna ek
olarak,

(S5) yI(xI(x[x)) = yly _
0zdesligini gergekliyorsa bir ortho-Sheffer stroke islemi olarak adlandirilir.

Tamim 2.2. (Figallo, 2020) Bir Nelson cebiri, her X, y, zeN i¢in asagidaki kosullar1 saglayan
(2,2,2,1,0) tipinde bir N=(N, N,V ,—,~, 1) cebiridir:

(N1) x Vv 1=1,

(N2) X A\ (X Vy)=X,

(N3) xA\(yVz)=zZAX)V(YAX),

(N4) ~ ~x=x,

(N3) ~ (XAy) =~xV ~y,

(NB) X\ ~x=(X\ ~X)A(YyV ~Yy),

(N7) x—x=1,

(N8) X A\ (X—=Y)=x A\ (~xVYy),

(N9) (x \y)—>z=x— (Yy—2),

(N10) (x—>y) A (~xVy) =~xVy,

(N11) x— (YA Z) = (X—=>Y) AN (X— 2).



3. SHEFFER STROKE NELSON CEBIRLER
Bu boliimde, Sheffer stroke Nelson cebirler tanitilarak ¢esitli 6zellikleri verilecektir.

Tamim 3.1. Bir Sheffer stroke Nelson cebiri (kisaca, s-Nelson cebiri), her X, y, zeN igin
asagidaki kosullar1 saglayan (2, 0) tipinde bir N=(N, |, 1) cebiridir ve 0=1|1:

(sn1) x|(x|x)=1,

(sn2) X|(ylz)=(XIYIYNIXIENIXIY Iy )I(XI(z]2))).-

Not 3.2. (snl) ve (sn2) aksiyomlar1 bagimsizdir.

1. (snl) aksiyomunun bagimsizligi: Cizelge 3.1’ deki islem tablosuna sahip bir N={0, a,
1} kiimesi ele alinsin:

el e k=)

PR Ol—
R R KR
OoOR K|k

Cizelge 3.1. N {izerindeki | iKili igleminin tablosu

O halde (sn2) aksiyomu saglanir fakat 1>a=a|(ajo) oldugundan (snl) saglanmaz.

2. (sn2) aksiyomunun bagimsizligi: Cizelge 3.2” deki islem tablosuna sahip bir N={0, o,
1} kiimesi ele alinsin:

PR o—
el k=)
QR O R
OoORQR K|k

Cizelge 3.2. N iizerindeki | ikili igleminin tablosu

O halde (snl) aksiyomu gerceklenir fakat a=a|(0|1)#0=0|o=(a|l)|(a|1)=
((@/(0[0))[(al(TT))I((@l(0]0))[(|(1]1))) oldugundan (sn2) gergeklenmez.

Ornek 3.3. A={0, w1, Wz, 1} bir kiime ve A iizerindeki | islemi Cizelge 3.3’ deki islem
tablosuna sahip bir ikili islem olsun. O halde (A, |, 1) yapis1 bir s-Nelson cebiri belirtir.

| 0 wi wy 1
o1 1 1 1
w1 w2, 1 w
we | 1 1 wi w
111 w w O

Cizelge 3.3. A tizerindeki | Sheffer stroke isleminin tablosu



Lemma 3.4. (N, |, 1) bir s-Nelson cebiri olsun. O zaman her X, y, zeN i¢in asagidaki
ozellikler saglanir:

Lo x|(11)=1,

2. 1|(x[x)=x,

3. (x[DIx[1)=x,

4. x|x=x|1,

5. (x|1)[1=x,

6. X|(x|1)=1,

7. ((XINIXZNIXIYI(X[2)=xI((yIV)I(z[2)) .

8. ((XIy)ly)ly=xly,

9. XpExXly S x|(yly)=1,

10. x|(xly)=xI(yly) ,

11.x/0 =1.

fspat.

1. (zr]%), (S2) ve (S3)” den X|(1[1)=xI((xI(x)ICxI(x1x)))=((X) (X)) (x[x)=x| (x[x)=1 elde

edilir.

2. (snl), (S1) ve (S2)’ den 1|(x|x) = (X|(x|x))|(X|X)=x sonucu ¢ikar.
3. (snl), (S1) ve (S2)2 den
(XID)IL)=CXICxI X)X (x| (x[x)))
=((PATPNIPAPNICCPAI XX [X) (X))
=X
dir.

Benzer sekilde, 5-11 o&zellikleri de (snl)-(sn2) ve (S1)-(S4) kosullari kullanilarak
ispatlanir. 0

Lemma 3.5. (N, |, 1) bir s-Nelson cebiri olsun. O zaman N {izerinde

x<y < x|(yly)=1
bi¢iminde tanimlanan < ikili bagintis1 N iizerinde bir kismi siralama bagintisidir.

Ispat. (sn1)-(sn2), (S1)-(S2) ve Lemma 3.4 (2)-(3) oOzelliklerinden yararlanilarak ispat
tamamlanir. Ayrica, O elemaninin N’ nin en kii¢iik eleman1 ve 1 elemaninin N’ nin en biiyiik

eleman1 oldugu sonucu ¢ikar. 0

Lemma 3.6. (N, |, 1) bir s-Nelson cebiri ve < bagintis1 N {izerinde bir kismi siralama bagintisi
olsun. O zaman her x, yeN i¢in X Vy= (X|x)|(yly) ve X Ay= (X|y)|(X]y) olacak sekilde (N, <)
(yada (N, VvV, A, 0, 1)) yapist bir sinirli, dagilmali modiiler kafestir.

Ispat. N, |, 1) bir s-Nelson cebiri ve < bagintis1 N iizerinde bir kismi siralama bagintis1 olsun.
O halde (S1), (S3) ve Lemma 3.4 (1)" den ((x|y)|(x|y)I(yly)=x|((yI(yIyDI(yl(yly)))=xI(1[1)=1 ve
(1Y) DI)=yI((x| (X)) [(x[(x[x))) =y|(1]1) = 1 oldugundan (xX]y)|(xly)<x ve (X|y)l(x|y)<y
dir. Oyleyse (X|y)|(X]y), X ve y’ nin bir altsiniridir. Simdi (X]y)|(X]y)’ nin X ve y’ nin en biiyiik
altsiniri oldugu gosterilsin. z<x, y olsun. Bu durumda, z|(x|x)=z|(y|y)=1 dir. (S2) ve (sn2)’ den

Z|((XINIXIYDICXIYIXIy)))=2](xly)
=((ZI PNl YyIDI@ (X)) (YIy))
f(llll)l(lll)



oldugundan z<(x|y)|(X|]y)<X, y sonucu ¢ikar. Buradan X Ay=(x|y)|(X]y), X ve y’ nin en biiyiik
altsinirn (infimum) dir. Benzer sekilde, xVy=(x|x)|(yly), X ve y’ nin en kigik iistsinirt
(supremum) dir. Boylece, (N, <) bir kafestir. Ayrica, (sn2), Lemma 3.4 (6) ve (S2)’ den

XV (y A\ 2) =(xX)|(y]2)
=PRI IYDI((XP)I(Z[2)))
=(XVY)A(xV2)

ve

XAy V 2)=(X(YIMI2NII(yIIz[2))
=(XIy)I(x[2)
=((IIXYNIEINIEYI X2 I(XI2)I((XI2)I(x[2)))
=(XA\y)V (xA\z)

oldugundan (N, <) bir dagilmali kafestir. Her dagilmali kafes modiiler oldugundan (N, <) ayni
zamanda bir modiiler kafestir. Lemma 3.4 (1)-(3) ve (S1)° den xV1=(x|x)|(1|1)=1,
XV 0=(x¥)|(0j0)=1|(x|x)=x ve xA0=(n|0)|(n[0)=(n|(1[2))|(n(1[1))=1[1=0, xA 1=(x|1)|(x|1)=x
oldugundan (N, <) sinirlidir. Oyleyse, (N, <) bir sinirli, dagilmali modiiler kafestir. 0

Lemma 3.7. (N, |, 1) bir s-Nelson cebiri ve < bagintis1 N {izerinde bir kismi siralama bagintisi
olsun. O zaman her X, y, zeN igin asagidaki 6zellikler saglanir:

XSy eylysx|x,

x<y implies y|z<x|z,

X<y|(x[x),

yly<yl(x|x),

X<(X|y)ly,

x<y|(z[z)= (XIY)I(Xly)<z,
(X|(Z|2)I(XI(ZI2))=(XI(YIV)I(YI(z[2)),
X|(YIY)=(YI(z|2)I((X](z|2))I(X|(z[2))),
X|(YIY)=(ZI (Pl YIYDIZI(YIY)))-

Ispat. Ispat Lemma 3.4, Lemma 3.5, (sn1)-(sn2) ve (S1)-(S4)’ den elde edilir. 0

CoNo abkwdE

Teorem 3.8. (N, |, 1) bir s-Nelson cebiri olsun Eger her X, yeN i¢in x—y:=X|(yly),
XV y:=(X)|(yly), X Ay:= (X|y)|(xly) ve ~x:=x|x ise 0 zaman N=(N, N,V ,—,~, 1) yapisi bir
Nelson cebir belirtir.

Ispat. Ispat Lemma 3.4 (1), (3), Lemma 3.6, (sn1)-(sn2) ve (S1)-(S3)’ den elde edilir. 0

Ornek 3.9. Ornek 3.3’ deki (A, |, 1) s-Nelson cebirini gz éniinde bulunduralim. O halde bu
s-Nelson cebiri yardimiyla tanimlanan (N, A,V,—,~, 1) yapisi Cizelge 3.4’deki islem
tablolarina sahip bir Nelson cebiridir.



wi (w2 1 W>
w2 (wr w1

N

v 0o wi w 1 Al 0 w w 1
00 wi wo 1 cjo 0 00
wi|lwg w1 1 wi| 0 wi 0 w
wolwe 1w 1 W2 0 0 w2 wp
1 1 1 1 1 1 0 wi w2 1

Cizelge 3.4. A tizerindeki birli ve ikili islemlerin tablosu

Teorem 3.10. N=(N, A,V ,—,~, 1) yapisi 0 elemanina sahip bir Nelson cebir olsun. Eger
her X, yeN i¢in XJy:=~ (X A\y) =~xV ~y=Xx—~y ise 0 zaman (N, |, 1) yapisi bir s-Nelson
cebiridir.

Ispat. N=(N, N,V ,—,~, 1) yapis1 0 elemanina sahip bir Nelson cebir olsun ve her x, yeN
icin XJy:=~ (XA y)=~xV ~y=X— ~y seklinde tanimlansin. O halde (N2), (N4), (N7) ve
(N11)’ den

(S1): Xly=~xV ~y =~y V ~x=y|X,
(S2): (XX)|(x[y) =~ (XA (~xV ~y))=~ ~x=X,
(S3): X[(YIDI(y[2)) =~xV (~yV ~2)=(~xV ~y) V ~z= ((X]y)|(xX]y)|z,
(S4): (I(XPAIYIVNIKIXIIYIY)=X A (X V y)=X,
(snl): x|(x|x)=x —x=1 ve
(sn2): X|(y|z)=x—(y N\ 2)
=(X—>Y) N\ (X—2)
=(x—~ ~y) A (x>~ ~2)

=((XIYINIXI @] (XICYIYDIXI(zI2)))

kosullar1 saglandigindan (N, |, 1) yapis1 bir s-Nelson cebiri belirtir. O

Ornek 3.11. B={0, a, b, ¢, d, e, f, 1} bir kiime ve N iizerindeki N,V ,— ikili islemleri ve ~
birli islemi Cizelge 3.5’ deki islem tablolarina sahip olmak iizere (B, A,V ,—,~, 1) Nelson
cebiri goz onilinde bulundurulsun. :
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Cizelge 3.5. B iizerindeki birli ve ikili islemlerin tablosu

O halde bu Nelson cebiri yardimiyla tanimlanan (B, |, 1) yapis1 Cizelge 3.6’ daki islem

tablosuna sahip bir s-Nelson cebiri belirtir.
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Cizelge 3.6. B iizerindeki | Sheffer stroke islem tablosu



4. IDEALLER

Bu boéliimde, s-Nelson cebirlerin yari-altcebirleri ve ideallerini tanimlanarak ¢esitli 6zellikleri
incelenmistir. Bu boliimden itibaren, aksi belirtilmedik¢e, N bir s-Nelson cebirini ifade
etmektedir.

Tamim 4.1. N bir s-Nelson cebiri olsun. Eger N’ nin bostan farkli bir M altkiimesi her X, yeM

icin (X|(YIY)|(X|(Y]y))eM kosulunu sagliyorsa, 0 zaman M altkiimesine N’ nin bir yari-
altcebiri denir.

Example 4.2. Ornek 3.11°deki B s-Nelson cebiri géz dniinde bulundurulsun. O halde B’ nin
M={0, b, e, 1} altkiimesi B’ nin bir yari-altcebiridir.

Tanmim 4.3. N bir s-Nelson cebiri olsun. Eger N’ nin bostan farkli bir | altkiimesi her X, yeN
icin agagidaki kosullari sagliyorsa, o zaman I altkiimesine N’ nin bir ideali denir:

(NI1) Oel

(NI2) yel ve (X|(yIY)|(x|(yly)) el ise 0 zaman xel dur.

Ornek 4.4. Ornek 3.11° deki B s-Nelson cebiri géz éniinde bulundurulsun. O zaman B’ nin
kendisi, {0}, {0, a, d, b} ve {0, c} altkiimeleri B’ nin baz1 idealleridir.

Lemma 4.5. |, bir N s-Nelson cebirinin bostan fakli bir altkiimesi olsun. O zaman I, N’ nin bir
idealidir ancak ve ancak her x, yeN igin

(NI3) x<y ve yel ise 0 zaman xel, ve

(NI4) x, yel ise 0 zaman x Vyel.

Ispat. I’ nin N’ nin bir ideali oldugu kabul edilsin. x<y ve yel olsun. O zhalde Lemma 3.5 ve

(NI2)” den (X|(YIYD)I(X|(yly))=1|1=0€&l dir. (NI2)’ den xel elde edilir. x, yel olsun. (S1), (S3),
Lemma 3.6, (snl) ve (NI1)’ den

(G MIYIINIKPNICCCN WYY MIYIYIDIKIX))
fg(rl( VIV YV YNV IV WX V'Y)))
=0el

oldugundan (N12) geregi x Vyel sonucu ¢ikar.

Diger yandan, (NI3) ve (NI4) kosullarini saglayan N’ nin bostan farkli bir I altkiimesi
g6z oniinde bulundurulsun. 0, N’ nin en kiigiik elemani oldugundan 0<n ve nel oldugundan
(NI3) kosulundan Oel dir. yel ve (X|(yly)|(X|(y]ly))el olsun. Lemma 3.6, Lemma 3.4 (1),
(S1)-(S2), (sn2), (N14)’ den ve her x, yel igin Xx<x V'y oldugundan

X Vy=(xplyly)
=(((n1[n1)|(n2|n2))|1)|(((n1|n1)|(n2[n2))|1)
=((YINIPNICYIICYMIYNILYIIXPDIYIIYIIYIYIN)
=(x|(yy)I(yly)
=AYy Vyel



dir ve (NI3)’ den xel sonucu ¢ikar. 0
Lemma 4.6. Bir N s-Nelson cebirinin her ideali N’ nin bir yari-altcebiridir.
Ispat. 1, N’ nin bir ideali ve x, yel olsun. (S1), (S3), (sn1) ve Lemma 3.4 (1)’ den

(XIYIDIXIYIYDICPOIY Y DI (YY)
=(YIVICOICRIYIYNICOPAIYYINIKICXPAIYIYDIXPX)ICYTY)))))
=(YIICCCOIKPIXIKPNIYYDICKIKPDIXKIKPNIYIY)))

f(lyly)l(((yly)|(1|l))|((YIY)|(1I1)))

oldugundan Lemma 3.5 ve 3.6 kullanilarak (X|(y|y))I(X|(YIy)<(X[X)|(yly)=xvy elde edilir.
Lemma 4.5° den dolayr (X|(y|y))I(X|(yly))el dir. Oyleyse, | ideali ayn1 zamanda N’ nin bir
yari-altcebiridir. O

Fakat s-Nelson cebirlerde her yari-altcebir her zaman bir ideal belirtmez.

Ornek 4.7. Ornek 3.11° deki B s-Nelson cebiri géz éniinde bulundurulsun. O zaman B’ nin
1={0, c, d, 1} altkiimesi B’ nin bir yari-altcebiridir fakat (a|(d|d))|(al(d|d)) = Oel ve del iken
a¢l oldugundan I altkiimesi B’ nin bir ideali degildir.

Teorem 4.8. Bir N s-Nelson cebirinin tim ideallerinin In smift bir tam dagilmali modiiler
kafes olusturur.

Ispat. {li: ieN} kiimesi N’ nin ideallerinin bir sinifi olsun. Her ieN igin Oeli oldugundan
0eUienli ve 0eNienli dir. (X|(YIV)I(XI(YIY)) € Nienli Ve yeNienli oldugu varsayilsi. Her ieN
icin (X|(Yly)|(xX|(yly)) €li ve yeli oldugundan xel; elde edilir ve buradan xeNienli dir. O halde
Nienli kiimesi N’ nin bir idealidir. X kiimesi N’ nin Uienli yi kapsayan tiim ideallerinin
kiimesi olsun. Bu durumda, NX kiimesi de bir idealdir. Eger Aienli=Nienli ve Vienli=NX ise 0
zaman (In, V, A) yapisi bir tam kafestir. V ve A islemlerinin tanimlarindan (I, V, A) dagilmali
kafestir. Her dagilmali kafes modiiler oldugundan (In, V, A) Kkafesi ayni zamanda
modiilerdir.”

Sonug 4.9. V, bir N s-Nelson cebirinin bir altkiimesi olsun. O zaman V alkiimesini kapsayan
N’ nin bir (V) minimal ideali mevcuttur.

Tanimm 4.10. |, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali olsun. O zaman I’ ya N’ nin bir ultra ideali
denir ancak ve ancak her x, yel icin XAy el ise xel veya yel dir.

Ornek 4.11. Ornek 3.11° deki B s-Nelson cebiri géz 6niinde bulundurulsun. O zaman {0, a, b,
d}, B’nin bir ultra idealidir.

Not 4.12. Bir N s-Nelson cebirinin her ultra ideali N’ nin bir idealidir fakat ifadenin tersi her
zaman dogru degildir.

Ornek 4.13. Ornek 3.11° deki B s-Nelson cebiri géz oniinde bulundurulsun. O zaman 1={0,
b}, B’ nin bir idealidir fakat d Af=bel iken d,f¢l oldugundan I ideali B’ nin ultra ideali
degildir.
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Onerme 4.14. 1, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali olsun. O zaman | ideali N’ nin bir ultra
idealdir ancak ve ancak | ideali asagidaki kosulu saglar:

Her xeNigin Xel veya X|Xel dir.........ooooiiii e, (4.2)

Ispat. 1 ideali N’ nin bir ultra ideali olsun. Lemma 3.6 ve (snl)’ den
XA (X[X)=(X|(X[x))|(x|(x[x))=1|1=0€1 oldugundan her xeN i¢in xel veya Xx|xel dir. Diger
yandan, N’ nin herhangi bir I ideali (4.1) kosulunu saglasin ve xayel olsun. Bir xeN i¢in X ¢
olsun. O halde x|xel olsun. (S1), (S2) ve Lemma 3.6 dan (y|((X]X)|(XPONIYI(XX)|(X]X)))
=(X|y)|(X|ly)=x A\ y el oldugundan (NI2) kosulundan yel elde edilir. Bir yeN igin y&1 olsun.
Bu durumda, ylyel dir. Benzer sekilde, (S2) ve Lemma 3.6” dan (X|((y[Y)I(YIY))IX|((Yly)
IyIV)=(XIY)|(X]y)=x Ay €l oldugundan (NI2) den xel sonucu ¢ikar. Oyleyse, I ideali N’ nin
bir ultra idealidir. O

Onerme 4.15. |, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali olsun. O zaman | ideali N’ nin bir ultra
idealdir ancak ve ancak | ideali asagidaki kosulu saglar:

Her x, yeN i¢in xgl ve ygl ise (X|(YIY)I(X|(Yly)) €] veya (y|(x[X)|(Y|(x|x)) el dir............(4.2)
Ispat. Ispat, Onerme 4.14, Lemma 3.7 (1), (3) ve (S2)’ den elde edilir. O

Onerme 4.16. |, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali olsun. O zaman | ideali N’ nin bir ultra
idealdir ancak ve ancak | ideali asagidaki kosulu saglar:

Her x, yeN igin (X|(Y[Y)|(X|(yly)) €1 veya (y|(XX)|(Y|(XIX)) el dir..c....cooiiiiia. 4.3)
Ispat. Lemma 3.6, (51)-(S3), (sn1), Lemma 3.4 (1), (10) ve (N12)’ den ispatlanir.
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5. BOLUM S-NELSON CEBIRLERI

Bu boliimde, s-Nelson cebirler tizerinde idealler yardimiyla kongriians bagintis
tanimlanmistir ve bu kongriians bagmntist kullanilarak boliim s-Nelson cebirleri insa
edilmistir. Elde edilen cebirlerin ¢esitli 6zellikleri kanitlanmistir.

Tamm 5.1. R, bir N s-Nelson cebiri iizerinde bir denklik bagintisi ve her x, y, z igin (X, Y)€R
ise (X|z, y|z)eR olsun. O zaman R bagmtisina N iizerinde bir kongriians bagintis1 denir.

Ornek 5.2. Omek 3.3’ deki A s-Nelson cebiri goz 6niinde bulundurulsun. O zaman R={(0, 0),
(w1, wi), (W2, W), (1, 1), (0, wi), (w1, 0), (w2, 1), (1, w2)} bagintis1 a iizerinde bir kongriians
bagintisidir.

Lemma 5.3. Bir N s-Nelson cebiri tizerindeki bir R denklik bagintisi N iizerinde bir
kongriians bagintisidir ancak ve ancak her x, y, m, neN igin (X, y)eR ve (m, n)eR ise (x|m,
y|n)eR dir.

Ispat. R denklik bagintis1 N iizerinde bir kongriians bagntisi, (X, y)eR ve (m, n)eR olsun.
(S1)’ den (X|m, yjm)eR ve (yjm, y|n)eR oldugundan R’ nin gecisme 0&zelliginden
yararlanarak (x|m, y|n)eR dir. Diger yandan, her X, y, m, neN ig¢in (X, y)eR ve (m, n)eR ise
(XIm, y|n) eR olacak sekilde R bagintist N {izerinde bir denklik bagintis1 olsun. Herhangi x, y,
zeR igin (X, Y)eR oldugu varsayilsin. (z, z)eR oldugundan (X|z, y|z)eR sonucu ¢ikar.
Oyleyse R, N iizerinde bir kongriians bagintisidr. O

Lemma 5.4. |, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali olsun ve N iizerinde A ikili bagintisi

her x, yeN igin (x, y)eh < (X|(YIy)I(XI(yly)) € ve (yI(x[x)I(yl(x[x)) €!
bi¢ciminde tanimlansin. O zaman A bagintist N {izerinde bir kongriians bagmntisidir.

Ispat. I, N’ nin bir ideali olsun ve N iizerinde M ikili bagintist

her x, yeN igin (x, y)eh < (X|(yly)I(xI(yly)) €1 ve (yI(xx))I(y|(x[x)) €l

bi¢giminde tanimlansin.

e )\ nin yansima 6zelligi (snl)’ den elde edilir.

e Arnin simetri 6zelligi tantmindan agiktir.

e )\ nin gecisme Ozelligi: (X, y)eh ve (y, z)eh olsun. O halde (X|(yly)I(X|(YIY)),
YIXPDIYIXX)), (YIZl2)IYIEI2), @IYIyDII(Yly)) €l dir. Lemma 3.6, (S2) ve (N14)’
den  (X|(YIYDIYIZIZ)=((XIYIODIXIYIYD) V ((YI(zI2)I(Yl(z[2))) €1 oldugundan Lemma
3.7 (7) ve (NI3)’ den (X|(z|2))|(x|(z|z)) <l olur. Benzer sekilde, Lemma 3.6, (S2) ve

(N14)” den  (Z|(yly)I(YIXD=(EIYIYDIEIVIYN) V ((YIXEDIYIXX))) el oldugundan
Lemma 3.7 (7) ve (NI3)’ den (z|(x|x))|(z|(X|X)) €| sonucu ¢ikar. Bu durumda, (X, Z)e A
dir. Oyleyse i bagimtist N iizerinde bir denklik bagintisidr.

Let (x, y)e M and (m, n) (x, z)e A olsun. O halde (x|(yly))I(x|(yly)), (yl(n1n1))I(yl(xx)),

(mi(nn)[(mi(n[n)), (n|(m[m))](n|(m|m)) T dur.
1. (S1), (S2) ve Lemma 3.7 (9)’ dan
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X|(YIY)=(YIVIXPOI(x[X))
<(mI(YMIYINIMIRXPINIMIXX)I(X]X))))
=(my)I((m)(m[x))

ve

YIP)=(xRIICYIVIYIY))
<(MI(XPAIPNIMIYINIYIYDIMI(YIY)IYIY))))
=(mp)I((mly)l(mly))

oldugundan, Lemma 3.7 (1) ve (S1)* den ((ylm)|((xIm)I(x[m))I((YIm)I((xIm)I(x|m)))<
(XIYIYDIXIYY)) ve (XM Im)IyImNICIm)ICYIm)IYImM=(YI(xX))I(yI(x[x)) elde edilir.

Bu durumda, (NI3)* den ((y|m)|((xm)|(xIm)NI(yIm)I((xIm)I(xm))) 1 ve ((x[m)I((yIm)I(yIm)))
[((X|m)|((y|m)|(y]m))) el dir ve buradan (x|m, y|m) e sonucu ¢ikar.

2. Eger 1. durumda es zamanl olarak [x:=m] , [y:=n] ve [m:=y] ikamesi yapilirsa, 0
zaman (S1)’ den that (y|m, y|n)e\i olur ve A nin gegisme 6zelliginden (X|m, y|n)eA
elde edilir. Oyleyse A, N {izerinde bir kongriians bagmtisidir. O

Asagidaki teorem, Lemma 5.4’ de verilen kongriians bagintis1 yardimiyla insa edilen bir s-
Nelson cebirinin boliim grubunun da bir s-Nelson cebiri oldugunu gostermektedir.

Teorem 5.5. I, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali ve A ise | ideali yardimiyla Lemma 5.4” deki
gibi tanimlanan bir kongriians bagintist olsun. O zaman N/A={[X]»: XxeN} boliim kiimesi, N/A
kiimesi tzerindeki |, ikili islemi [X]a\[y]x=[X|y]x bigiminde tanimli ve [1],[x[1],=[0]»=I olacak
sekilde (N/A, |, [1]») yapist bir s-Nelson cebiridir.

Ispat. 1, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali ve X ise | ideali yardimiyla Lemma 5.4> deki gibi
tanimlanan bir kongriians bagintis1 olsun. Her X, y, zeN i¢in

(S1): XDhyL=[Xlyh=[yIX]. =y [X]2,
(S2): (XD IXT) b (XTI Ly =X ) (XIy) h=[X]5,
(S3): X (LY I LZD) (DY Db [zB))=[XI((YI2) (Y 12))]»
=[((XIV)I(XIy))|z]»
=((XIr R Ly B (XD Y1) b L2
(S4): (XD (XD XTI LY T LY PO B XA (XD X D) ([ T Ly 1))
:EO](I((XIX)I(YIY)))I(XI((XIX)I(VIV)))]x
= X }H
(sn1): [XIaln(IXDup LX) =[XI (X[X)]2=[1]» ve
(sn2): X ([y Db [zB)=[XI(y]2)]
=[((XIYIIXIEZI2NIXIYIY)I(XI(z[2)))]
=((IXIb (YT Ay I IX b 2] 2[21))) I
(XY I ALy PR (DXTh([2]0 2.[21)))

oldugundan (N/A, |5, [1]n) yapist bir s-Nelson cebiridir. Ayrica, [1]ap[1]x=[1|1]»=[0]. dur.
xe[0]r olsun. (x, 0)eA oldugundan, Lemma 3.4 (1), (3) ve (S1)’ den x=(x|1)|(x|1)=
(x|(0[0))I(x|(0[0)) €1 ve 0=1{1=((x)IL[L)I((x]X)I(L]1))=(0l(xx))I(Ol(x[x))< I olur. Bu durumda,
[0Ohcl. Simdi, xel oldugu varsayilsim. Lemma 3.4 (1), (3) ve (S1)’den (x|(0[0))]
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(x1(010))=(x|D)I(x|1)=xel ve (O|(xx)I(OI(x[x)) = ((X)ILNI((X[)I(1[1))=1|1=0€l oldugundan
(X, 0)eh elde edilir. O halde Ic[0], dir. Oyleyse, I=[0]x sonucuna ulasilir. O

Ornek 5.6. Ornek 3.11° deki B s-Nelson cebiri goz 6niinde bulundurulsun. O zaman B’ nin
1={0, c} ideali i¢in B iizerindeki A={(0, 0), (a, a), (b, b), (c, ¢), (d, d), (e, e), (f, ), (1, 1), (O, c),
(c,0), (d, 1), (1,d), (a, e), (e, a), (b, ), (f, b)} bagintis1 B lizerinde bir kongriians bagmntisidir.
O halde B/A={[0]x, [b]x, [e]n, [1]»} boliim kiimesi Ve Cizelge 5.7° deki islem tablosuna sahip |,
islemi B/A kiimesi {izerinde bir Sheffer stroke islemi olmak iizere (B/A, |x, [1]n) yapist bir s-
Nelson cebiri belirtir.

h. | [Ox [blx [e]x [1]x
[0 | [1I» [} [1]x [
[b | [1]» [e]x [1]» [elx
el | [1]. [1]» [b]x [b]n
[+ | [} [e]» [b]x [OLx

Cizelge 5.7. B/A tizerindeki |, Sheffer stroke isleminin tablosu

Lemma 5.7. I, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali ve A ise | ideali yardimiyla Lemma 5.4” deki
gibi tanimlanan bir kongriians bagintisi olsun. O zaman N/A tizerinde

[XB<alyl < (XI(yy)IXI(yly)) €l

bi¢iminde tanimlanan <; bagintist N/A tizerinde bir kismi siralama bagintisidir.

Ispat. Teorem 5.5, (snl), (S2), Lemma 3.6, Lemma 3.7 (7) ve (NI3)’ den Lemma 3.5 e
benzer sekilde elde edilir. 0

Teorem 5.8. I, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali olsun. O zaman |, N’ nin bir ultra idealidir
ancak ve ancak (N/A, |, [1]») s-Nelson cebiri tam siralidir ve [N/A|<2 dir.

Ispat. (=), N’ nin bir ultra ideali olsun. Teorem 5.5° den (N/A, |, [1],) yapist bir s-Nelson
cebiridir. Onerme 4.16> dan her x, yeN igin (X|(y[y))I(X|(yly)) el veya (y|(X|x))|(y|(x|x))el
oldugundan [X]x<ia[y]r veya [y]h<a[X]r dir ve buradan (N/A, |, [1]n) s-Nelson cebiri tam
stralidir. [N/A|>2 oldugu kabul edilsin. [0]x<2[X]r<2[1]. olacak sekilde bir [X]ne N/A elemani
var olsun. I, N’ nin bir ultra ideali oldugundan, Onerme 4.14 geregi her xeN icin Xel veya
X|xel dir. X|xel oldugu varsayilsin. Lemma 3.4 (1)-(2) ve (NI1)’ den (1|(x|x))|(1]|(x|x))=x|x el
ve (x|(1]1))[(x|(1]1))=1[1=0€l oldugundan (x, 1)eA sonucu ¢ikar ve bu durumda [XJ;=[1]x
olur. Bu ise [X]r<[1]x ile gelisir. Oyleyse, [N/A|< 2 dir.

(<) I, N’ nin bir ideali ve (N/A, |x, [1],) tam sirali bir s-Nelson cebiri olsun. [X]x<[y]. veya
[Ylx<a[X]i oldugundan her x, yeN igin (X|(yly)I(X|(yly))el veya (yl(x}x))I(yI(x[x))el dir. O
halde Onerme 4.14” den | ideali N’ nin bir ultra idealidir. 0

Sonug 5.9. |, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali olsun. O zaman (N/A, |5, [1],) s-Nelson cebiri
tam siralidir ancak ve ancak her xeN i¢in Xe | veya X|x eI dur.
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Sonug 5.10. |, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali olsun. O zaman (N/A, |5, [1]) s-Nelson cebiri
tam siralidir ancak ve ancak her x, yeN igin xgl ve ygl ise (X|(yly)|(x|(yly)) el veya

YIXPDICYI(xX)) €1 dir.

Sonug 5.11. 1, bir N s-Nelson cebirinin bir ideali olsun. O zaman (N/A, |, [1]») s-Nelson cebiri
tam siralidir ancak ve ancak her x, yeN icin (X|(y|y))|(X|(yly)) el veya (y|(X|X))|(y|(X[x)) ] dir.
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6. FUZZY ALTKUMELER

Bu boliimde, s-Nelson cebirlerin fuzzy yari-altcebirleri ve idealleri tanimlanarak bu yeni
yapilarin gesitli 6zellikleri sunulacaktir.

Tammm 6.1. N bir s-Nelson cebiri olsun. Her x, yeN igin f((X|(Y|y)|(X|(y|y)))<f(x) V f(y)
kosulunu saglayan N’ nin bir f fuzzy altkiimesine N’ nin fuzzy yari-altcebiri denir.

Ornek 6.2. Omek 3.3’ deki A s-Nelson cebiri géz oniinde bulundurulsun. O zaman A
tizerinde f(0) =f(1)=0.34 ve f(w1)=f(w2)=0.97 bigiminde tanimlanan f fuzzy altkiimesi A’ nin
bir fuzzy yari-altcebiridir.

Tamim 6.3. N bir s-Nelson cebiri olsun. Eger N’ nin bir f fuzzy altkiimesi her x, yeN igin

(FN1) f(0) < f(x),
(FN2) () < F((XIyIyDICICyly D)) v 1(y)

kosullarin1 sagliyorsa f fuzzy altkiimesine N’ nin bir fuzzy ideali denir.

Ornek 6.4. Omek 3.3’ deki A s-Nelson cebiri goz éniinde bulundurulsun. O zaman A
tizerinde f(0) =f(w1)=0.2 ve f(w2)=f(1)=0.41 bi¢iminde tanimlanan f fuzzy altkiimesi A’ nin
bir fuzzy idealidir.

Lemma 6.5. f, bir N s-Nelson cebirinin bir fuzzy altkiimesi olsun. O zaman f fuzzy altkiimesi
N’ nin bir fuzzy idealidir ancak ve ancak her x, yeN igin f fuzzy altkiimesi

(FN3) x<y ise f(x)<f(y),
(FN4) f(x V y)=f(x) \V f(y)

kosullarini saglar.

Ispat. f, bir N s-Nelson cebirinin bir fuzzy ideali ve x<y olsun. Lemma 3.5° den
XIYIV)IXI(YlY))=1]1=0 oldugundan, sirasiyla (FN2) ve (FN1)’ den

FOO<F((XICyIYDIXICyly))) Vv T(y)=F(0) V f(y)=F(y)
dir. Her X, yeN i¢in X, y<xVy oldugundan f(x), f(y)<f(xVy) dir ve buradan
f(x) V f(y)<f(x Vy) elde edilir. Lemma 3.6, Lemma 3.7 (1), (5) ve (S2)’ den

(VYYD MIYIYN=AXBIY DI YD IYDIYTY))

<(XX)I(x[x)

=X
oldugundan (FN2) kosulu geregi f(xV y)<f(((x Vy)I(YIYDI(xV WI(yIy))) V f(y)<f(x) V f(y)
sonucu ¢ikar. Oyleyse, her x, yeN igin f(x V y)=f(x) \V f(y) dir,

Diger yandan f, N’ nin (FN3) ve (FN4) kosullarin1 saglayan bir fuzzy altkiimesi olsun. Her

xeN i¢in 0<x oldugundan (FN3) kosulundan f(0)<f(x) dir. Lemma 3.7 (5), (FN3), (S2),
Lemma 3.6 ve (FN4)’ den

FO)=<H((XI(YIY)IYIY))
=FKIYINIIYIYDIXIYIYDIKIYIYINIYIY))
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=F(XIYINIXIYIY)) V'Y)
=T((XIYIyDICxICyly)) v £(y)

oldugundan f, N’ nin bir fuzzy idealidir. 0
Onerme 6.6. Bir N s-Nelson cebirinin her fuzzy ideali N’ nin bir fuzzy yari-altcebiridir.

Ispat. f, N’ nin bir fuzzy ideali olsun. Lemma 3.7 (1) ve (4)° den (X|(y[y))I(X|(yly))<x
oldugundan (FN3) kosulu geregi her x, yeN igin f((X|(y|y))|(X|(y|y))<f(x)<f(x) VV f(y) dir. O
halde f, N’ nin bir fuzzy yari-altcebiridir. 0

Fakat s-Nelson cebirlerde her fuzzy yari-altcebir her zaman bir fuzzy ideal degildir.

Ornek 6.7. Ornek 6.2° deki A s-Nelson cebirinin f fuzzy yari-altcebiri
f((wa](1]1))](w1|(1]2))) V f(1)=F(0) V f(1)=F(1)<f(w1) oldugundan N’ nin bir fuzzy ideali
degildir.

Onerme 6.8. f, bir N s-Nelson cebirinin her x, yeN igin f((X|(yly))I(yly))=max{f(x), f(y)}
kosulunu saglayan bir fuzzy yari-altcebiri olsun. O zaman f, N’ nin bir fuzzy idealidir.

Ispat. f, N’ nin her x, yeN icin f((X|(yly)|(yly))=max{f(x), f(y)} kosuluna saglayan bir fuzzy
yari-altcebiri ve X<y olsun. Lemma 3.5’ den x|(y|y)=1 dir. Lemma 3.4 (2)’ den f(y)=f(1|(yly))

=F((X|(YIY)I(YIY))=max{f(x), f(y)} oldugundan f(x) <f(y) elde edilir. Ayrica, her X, yeN i¢in
f(x)<f(x Vy) ve f(y)<f(x VVy) oldugundan f(x) V f(y)<f(x V'y) dir. Lemma 3.6, Lemma 3.7 (9),
(S1) ve (S2)> den xVy=(X)Iyly)=<(xI(ylyDI(yly) oldugundan her x, yeN igin
OV <E((X|(yly)|(Yly))=max{f(x), f(y)}=f(x)Vf(y) dir. O halde her x, yeN igin
f(x Vy)=f(x) v f(y) olur. Lemma 6.5’ den f, N’ nin bir fuzzy idealidir. 0

Onerme 6.9. f, bir N s-Nelson cebirinin her x, yeN igin f(xV y)=f(x)Vf(y) kosulunu
saglayan bir fuzzy yari-altcebiri olsun. O zaman f, N’ nin bir fuzzy idealidir.

Ispat. f, bir N s-Nelson cebirinin her x, yeN igin f(x VV y)=f(x) \VV f(y) kosuluna saglayan bir
fuzzy yan-altcebiri  olsun. O halde (snl)” den her xeN igin f(0)=Ff(1]1)
=F((X (PO (X (x[X)))<f(x) V f(x)=Ff(x) dir. Lemma 3.6, (S1)-(S2) ve Lemma 3.4 (10)’ dan

f(x)<f(x) V f(y)
=f(xVy)
=f((XP)I(Yly))
=F((XIYIYDIYIY))
=F(((XIYIDIXICYIY)) Vy)
=F((XICYIYDIXI (YY) V f(y)

oldugundan f, N’ nin bir fuzzy idealidir. 0

Tanmm 6.10. N bir s-Nelson cebiri olsun. N’ nin her x, yeN igin f(x) A f(y)=f(x A y) kosulunu
saglayan bir f fuzzy idealine N’ nin ultra fuzzy ideali denir.
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Ornek 6.11. Ornek 3.11° deki B s-Nelson cebiri géz 6niinde bulundurulsun. O zaman B
tizerinde f(0)=f(a)=f(b)=f(d)=0.11 ve f(c)=f(e)=F(f)=f(1)=0.75 bigiminde tanimlanan f fuzzy
ideali B’ nin bir ultra fuzzy idealidir.

Lemma 6.12. f, bir N s-Nelson cebirinin bir fuzzy ideali olsun. O zaman f fuzzy ideali N’ nin
bir ultra fuzzy idealidir ancak ve ancak her xeN igin f(x)=f(0) veya f(x|x)=f(0) dir.

Ispat. f, N’ nin bir ultra fuzzy ideali olsun. Lemma 3.6 ve (snl)’ den f(x) A f(x|x)=Ff(x A
(XX)=t((x|(x|x))|(x|(x]x)))=f(1|1)=f(0) oldugundan her xeN ig¢in f(x)=Ff(0) veya f(x|x)=f(0) dur.

Diger yandan, her xeN igin f(X)=f(0) veya f(x|x)=f(0) olacak sekilde f, N’ nin bir fuzzy ideali
olsun. Eger f(x)=f(0) veya f(y)=f(0) ise o zaman (FN1) ve (FN2)’ den ispat tamamlanir.
f(x)=f(0) ve f(y)=f(0) oldugu kabul edilsin. O halde f(x|x)=f(0) ve f(y|y)=f(0) dir. Sirasiyla,
(FN2), (S2), Lemma 3.6 ve (FN1)’ den

FOO=F((XI((YIIYIYNIXIYIICYIY))) V £(yly)
=f((xIy)I(xly)) V f(yly)
=f(x A\y) V f(0)
=f(x \y)

ve

F)=F((YI(PBAIPONIYICXENX[X)))) V (x[X)
=f((yI(y[x)) V f(x[x)
=f(y A x) V(0)
=f(x \y) V f(0)
=f(x\y)

oldugundan her x, yeN igin f(x) A f(y)<f(x Ay) dir. Ayrica, X \y< x, y oldugundan (FN3)’
den her x, yeN igin f(x A\ y)<f(x) A f(y) dir. Buradan her X, yeN i¢in f(x) A f(y)=f(x \y) elde
edilir. Oyleyse f, N’ nin bir ultra fuzzy idealidir. 0

Lemma 6.13. f, bir N s-Nelson cebirinin bir fuzzy ideali olsun. O zaman f fuzzy ideali N’ nin
bir ultra fuzzy idealidir ancak ve ancak her x, yeN i¢in f(x)=f(0) ve f(y)=f(0) ise

F((XIYIyDICxI(yly))=F(0) veya f((yI(xX))I(yI(x[x)))=F(0) dur.

Ispat. Lemma 3.2, (FN1)-(FN2), (S1)-(S3), (sn1), Lemma 3.4 (1)-(3)’ den ispatlanir.
Asagidaki iki lemma idealler ve fuzzy idealler arasindaki yakin iligkileri gostermektedir.
Lemma 6.14. M, bir N s-Nelson cebirinin bostan farkli bir altkiimesi olsun ve N’ nin Am
fuzzy altkiimesi, mi<m, olmak iizere mi, mze[0, 1] i¢in XeM ise Am(X)=m1 ve xgM ise
AM(X)=m2 bigiminde tanimlansin. O zaman Am, N’ nin bir (ultra) fuzzy idealdir ancak ve
ancak M altkiimesi N’ nin bir (ultra) idealdir. Ayrica, No={xeN: Am(X)=Am(0)}=M dir.

Ispat. (FN1), (NI1), (NI2) ve (FN3)’ den elde edilir.
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Lemma 6.15. f, bir N s-Nelson cebirinin bir fuzzy altkiimesi olsun. O zaman f, N’ nin bir
(ultra) fuzzy idealdir ancak ve ancak A={xeN: f(X)<e}#@ altkiimesi N’ nin bir (ultra)
idealdir.

Ispat. (FN1)’ den agiktir.
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7.  HESITANT FUZZY ALTKUMELER

Bu boéliimde, s-Nelson cebirlerin inf-hesitant fuzzy yari-altcebirleri ve idealleri tanimlanarak
farkli 6zellikleri aragtirilmigtir.

Tammm 7.1. N bir s-Nelson cebiri ve 6:N—g([0, 1]) bir hesitant fuzzy altkiime olsun. O

zaman her x, yeN igin inf 3((X|(Y|y))|(X|(Y]y)))<V {inf 5(X), inf 6(y)} kosulunu saglayan N’ nin
d hesitant fuzzy altkiimesine N’ nin bir inf-hesitant fuzzy yari-altcebiri denir.

Ornek 7.2. Omek 3.3’ deki A s-Nelson cebiri géz oniinde bulundurulsun. O zaman A
tizerinde 6(0)=5(1)=(0, 0.71) ve &(w1)=6(w2)=(0.11, 1] bi¢iminde tanimlanan N’ nin bir &
hesitant fuzzy altkiimesi N’ nin bir inf-hesitant fuzzy yari-altcebiridir.

Tamim 7.3. N bir s-Nelson cebiri olsun. Eger N’ nin bir § hesitant fuzzy altkiimesi her X, yeN
i¢cin

(IF1) inf 3(0)<inf 5(x),

(IF2) inf 8(X)<V {inf 3((x|(yly))I(X|(yly))), inf 5(y)}

kosullarini sagliyorsa  hesitant fuzzy altkiimesine N’ nin bir inf-hesitant fuzzy ideali denir.

Ornek 7.4. Ornek 3.11° deki B s-Nelson cebiri gbz oniinde bulundurulsun. O zaman B
tizerinde her xeB-{0, c} i¢in 8(0)=5(c)=(0.02, 0.87) ve &(x) = [0.3, 0.41) bi¢iminde tanimli
N’ nin ¢ hesitant fuzzy altkiimesi N’ nin bir inf-hesitant fuzzy idealidir.

Asagidaki lemmalarin, 6nermelerin ve teoremlerin ispatlar1 fuzzy ideallerdeki karsiliklarina
benzer sekildedir.

Lemma 7.5. 8, bir N s-Nelson cebirinin bir hesitant fuzzy altkiimesi olsun. O zaman 3, N’ nin
bir inf-hesitant fuzzy idealidir ancak ve ancak her x, yeN i¢in

(IF3) x<y ise inf 8(X)<inf 3(y),
(IF4) inf 8(x VV'y) =V {inf 8(x), inf 8(y)}

dir.

Onerme 7.6. Bir N s-Nelson cebirinin her inf-hesitant fuzzy ideali N’ nin bir inf-hesitant
fuzzy yari-altcebiridir.

Fakat s-Nelson cebirlerde her inf-hesitant fuzzy yari-altcebir bir inf-hesitant fuzzy ideal
olmayabilir.

Ornek 7.7. Omek 7.2° deki A’ nin § inf-hesitant fuzzy vyari altcebiri, V{inf
S((w2|(1]1)|(wo|(1[1))), inf 8(1)}= V {inf 6(0), inf 6(1)}=0 < 0.11=inf 6(w2) oldugundan A’ nin
bir inf-hesitant fuzzy ideali degildir.

Onerme 7.8. 5, bir N s-Nelson cebirinin her x, yeN icin inf S((X|(y|y))|(yly))=V{inf &(x), inf

d(y)} kosulunu saglayan bir inf-hesitant fuzzy yari-altcebiri olsun. O zaman &, N’ nin bir inf-
hesitant fuzzy idealidir.
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Onerme 7.9. 3, bir N s-Nelson cebirinin her x, yeN igin inf 5(x VV y)=V{inf §(x), inf 5(y)}
kosulunu saglayan bir inf-hesitant fuzzy yari-altcebiri olsun. O zaman 6, N’ nin bir inf-
hesitant fuzzy idealidir.

Tamm 7.10. N bir s-Nelson cebiri olsun. N’ nin her x, yeN i¢in A{inf 5(x), inf 6(y)}=inf &
(X A\'y) kosulunu saglayan bir 6 inf-hesitant fuzzy idealine N’ nin ultra inf-hesitant inf-hesitant
fuzzy ideali denir.

Ornek 7.11. Ornek 3.11° deki B s-Nelson cebiri gbz éniinde bulundurulsun. O zaman B
tizerinde 0(0)= 6(a)=3(c)=6(e)= [0.03, 0.7] ve &(b)=5(d)=5(f)=5(1)= (0.42, 0.53) bi¢iminde
tanimlanan 6 inf-hesitant fuzzy ideali B’ nin bir ultra inf-hesitant fuzzy idealidir.

Lemma 7.12. 5, bir N s-Nelson cebirinin bir inf-hesitant fuzzy ideali olsun. O zaman & inf-

hesitant fuzzy ideali N’ nin bir ultra inf-hesitant fuzzy idealidir ancak ve ancak her xeN i¢in
inf 3(x)=inf 5(0) veya inf 3(x|x)=inf 5(0) dur.

Lemma 7.13. §, bir N s-Nelson cebirinin bir inf-hesitant fuzzy ideali olsun. O zaman § inf-
hesitant fuzzy ideali N’ nin bir ultra inf-hesitant fuzzy idealidir ancak ve ancak her x, yeN
icin inf d(X)zinf 8(0) ve inf S(y)#inf 8(0) ise inf d((X|(y|y))|(X|(y|ly)))=inf &(0) veya inf
S((YIXPIYI(x[x)))=inf 3(0) dur.

Asagidaki ti¢ lemma idealler, fuzzy idealler ve inf-hesitant fuzzy idealler arasindaki iligkileri
gostermektedir.

Lemma 7.14. 8, bir N s-Nelson cebirinin bir hesitant fuzzy altkiimesi olsun. O zaman 5, N’

nin bir (ultra) inf-hesitant fuzzy idealdir ancak ve ancak d.={xeN: inf 6(x)<e}=@ altkiimesi
N’ nin bir (ultra) idealdir.

Lemma 7.15. A, bir N s-Nelson cebirinin bir fuzzy altkiimesi olsun ve N’ nin & hesitant fuzzy
altkiimesi her xeN igin 8 (X)={A(X)} yani inf &*(X)=A(x) olacak bi¢imde tanimlansmn. O
zaman X, N’ nin bir (ultra) fuzzy idealidir ancak ve ancak &', N’ nin bir (ultra) inf-hesitant
fuzzy idealidir.

Lemma 7.16. 3, bir N s-Nelson cebirinin bir hesitant fuzzy altkiimesi olsun ve N’ nin A% fuzzy

altkiimesi her xeN igin A%(x)=inf §(x) olacak bigimde tanimlansin. O zaman &, N’ nin bir
(ultra) inf-hesitant fuzzy idealidir ancak ve ancak A%, N’ nin bir (ultra) fuzzy idealidir.

21



8. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, Sheffer stroke Nelson cebirleri ise bu cebirsel yapilar {izerinde tanimlanan
cesitli idealler, yari-altcebirler, boliim gruplari ve farkli fuzzy yapilart sunulmustur. ilk olarak,
bir Sheffer stroke Nelson, kisaca s-Nelson, cebir tanimlanarak bu cebir yapisinin
aksiyomlarinin bagimsizligi gosterilmistir. Sonrasinda, s-Nelson cebirler iizerinde bir kismi
siralama bagintis1 tanitilarak bu cebir yapisinin bir sinirli, dagilmali modiiler kafes belirttigi
ifade edilmistir. Ayrica, her s-Nelson cebirin bir Nelson cebir oldugu fakat bir Nelson cebirin
s-Nelson cebir belirtmesi i¢in 6zel kosullara sahip olmasi gerektigi ispatlanmistir. Ardindan,
s-Nelson cebirlerin yari-altcebirleri ve (ultra) idealleri tanimlanarak her idealinin bir yari-
altcebir oldugu ancak ifadenin tersinin genelde dogru olmadigi belirtilmistir. Dahasi, bir s-
Nelson cebirin tiim ideallerinin smifinin bir tam dagilmali modiiler kafes olusturdugu
gosterilmistir. Ozellikle, (ultra) ideal tanimima denk olan oldukca kullanish ve farkli ifadeler
kanitlanmistir. Bu ideallerden yararlanilarak S-Nelson cebirler {izerinde bir kongriians
bagintis1 tanimlanmistir ve bu kongriians bagintis1 kullanilarak boliim s-Nelson cebirleri inga
edilmistir. Eger yararlanilan ideal bir ultra ideal ise boliim s-Nelson cebirinin tam sirali bir
yap1 olusturdugu ve kardinalitesinin 2 veya daha az oldugu goriilmiistiir. Bunlarin yani sira,
teknoloji, endiistri ve 6zellikle yapay zeka alanlarinda oldukga yaygin kullanilan fuzzy teori
kavraminin s-Nelson cebirler tizerindeki teorik uygulamalar: verilmistir. S-Nelson cebirlerin
(ultra inf-hesitant) fuzzy yari-altcebirleri ve idealleri tanimlanmistir ve bir s-Nelson cebirin
bir (inf-hesitant) fuzzy idealinin bir (inf-hesitant) fuzzy yari-altcebiri oldugu gosterilmistir.
Bir s-Nelson cebirin bir (inf-hesitant) fuzzy yari-altcebirinin bir (inf-hesitant) fuzzy ideal
oldugunun kanitlanmasi i¢in 6zel kosullara ihtiyag duyulmustur. Bir s-Nelson cebirin (ultra
inf-hesitant)) fuzzy ideal kavramlarina denk ifadelere yer verilerek bahsi gegen yapilar
arasindaki iliskiler detayli olarak incelenmistir. Boylece, fuzzy yapilar ve Sheffer stroke
islemine sahip Nelson cebir yapilar1 arasindaki benzerlik ve farkliliklar ortaya konmaya
caligilarak bilgisayar bilimleri ve teorik matematik arasindaki iliskilere katki saglanmistir.

Sonug olarak, yapilan bu ¢alisma daha az sayida, daha kolay denetlenebilir, daha anlasilir ve
daha basit aksiyom sistemine sahip yeni bir cebirsel yap1 insa edilmesini saglayarak bu
yapimin teorik altyapi olarak yaygin bigimde kullanildig1 karmagik bilgisayarlar, yapay zeka
ve insan disiince ve davramislarini taklit eden robotlarin gelistirilmesine biyiik olgiide
yardime1 olacag diisiintilmektedir.
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